Aufgabe 6

Das Kronecker-Symbol transformiert sich folgendermassen:

Def. Tensor

dij - RiRjmdim = RuRj = (RRT)

Das Levi-Civita-Symbol transformiert sich so:

Orthogonal
0ij

€ijk — Ry ijRkn €lmn

Es gilt

€ijk

& Va,b, c:abjereiix
< Va, b, c: det ((alble))
< Va, b, c: det ((alble))

R Rjm Rin€imn

aibjcr Ry Rjm Ricn€imn

= det (R '(alb|c))

= 1/det(R) det ((a|b|c))
O

Das Vektorprodukt transformiert sich aus dem gleichen Grund wie ein Vektor unter der Drehung:

(b xc)i = €yrbjer  —

€ijk i Rimbicm, (1)

Ris Rrserijlekm blcm (2)
—_————

R;s (b X C)S (3)

Unter Raumspiegelungen dndert die Determinante ihr Vorzeichen, das Vektorprodukt jedoch nicht. a x b ist ein Axialvektor
oder Pseudovektor; Beispiel: Drehimpuls » x p. Wenn man ein sich drehendes Rad an seiner Mitte punktspiegelt, dreht es sich

immernoch in die gleiche Richtung.

Aufgabe 7

Die Definition der Winkel eines Bezugssystems nach DIN9300 gibt in der ersten Drehung um die z-Achse die Ausrichtung
(Flugrichtung) an, in der zweiten Drehung um die y-Achse des Flugzeugs die Steigung, und in der dritten Drehung die seitliche

Neigung. Die Drehmatrizen schauen aus wie gewohnt:

10 0 cos(B) 0 —sin(B) cos(y)  sin(y) O
Ri=1| 0 cos(e) sin(a) Ro=10 10 Rz =| —sin(y) cos(y) 0
0 —sin(a) cos() sin(8) 0 cos(fB) 0 0 1
Die Hintereinanderausfuehrung liefert:
cos(3) cos(7) cos(B) sin(y) —sin(f)
RiRoRs = | cos(v)sin(a) sin(8) — cos(a) sin(y)  cos(a) co ( ) + sin(«) sin(3) sin(y) cos(3) sin(a)

sin(«) sin(vy) 4 cos(a) cos(y) sin(3)

— cos(7y) sin(a@) + cos(a) sin(B) sin(y)  cos(a) cos(f)

Als Produkt von drei orthogonalen Matrizen ist diese Matrix wieder orthogonal, und damit ist

(R1R2R3)_1 = (RlRQRB)T = RgRgR{



Aufgabe 8
{SO(N), -} ist eine Gruppe
1. Neutrales Element (Einheitsmatrix): A-E = A
2. Inverses: A € SO(N) — AT € SO(N) und AAT = ATA=FE

3. Abgeschlossen: Aus AT = A=! und BT = B! folgt (AB)T = BTAT = B~'A~! = (AB)~!
desweiteren folgt aus det A =1 und det B =1 auch det AB = det Adet B =1

4. Assoziativ: A(BC') = (AB)C nach Gesetzen der Matrixmult.

SO(2) ist Abelsch: Betrachte Darstellung durch 2 x 2 Matrizen:
A cos 6 siné B_ cosy  siny
—sinf cosf —sinvy cosy

AB — BA — < cos(y) cos(6) — sin(vy) sin(6) cos () sin(y) + cos(7y) sin(#) )

Nun ist
—cos(0) sin(y) — cos(7y) sin(f) cos(y) cos(d) — sin(7y) sin(0)
SO(3) ist Nichtabelsch, ein Gegenbeispiel in der Darstellung mit 3 x 3-Matrizen:

( cos(f)  sin(@) O ) ( cos(#) 0 sin() )
A= | —sin(d) cos(d) 0 B=10 10
1

0 0 —sin(@) 0 cos(6)
Dann ist
cos?(0) sin(f) cos(0) sin(#) cos?(0) cos () sin(0)
AB = | —cos(f)sin(d) cos(d) —sin(9) BA=| —sin(h) cos(0)
—sin(h) 0 cos(0) —cos(f) sin() —sin?(6)

sin(6)
0
cos(6)

|



